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Получены необходимые и достаточные условия і г - устойчивости решения линейного дифференциального уравнения с коэффи- 
циентом, зависящим от полумарковского процесса, принимающего два состояния с заданными интенсивностями перехода из 
состояния в состояние. 


Одним из методов исследования устойчивости в 
среднем, среднеквадратичном, а также ^-устойчи- 
вости вероятностных моделей является метод мо- 
ментных уравнений [1, 2]. При этом исследование 
устойчивости систем линейных дифференциаль- 
ных уравнений со случайными коэффициентами 
сводится к исследованию устойчивости нулевого 
решения системы детерминированных уравнений 
для моментов первого и второго порядка. 

В работе [1] введено понятие /^-устойчивости 
решения системы линейных дифференциальных 
уравнений со случайными параметрами. 

Нулевое решение системы линейных дифферен- 
циальных уравнений 

= 0 ), ( 1 ) 

называется Ь 2 -устойчивым, если для любого случайного 
решения Х(1) системы (1) с ограниченным начальным 
значением { ||Д0)|| 2 ) сходится несобственный интеграл 

оо 

/ = |(||Х(0||>. 

О 

Для дифференциальных уравнений со случай- 
ными коэффициентами /^-устойчивость не равно- 
сильна устойчивости по Ляпунову. 

В работе [2] получены уравнения для начальных 
моментов первого и второго порядка систем ли- 
нейных дифференциальных уравнений с коэффи- 
циентами, зависящими от полумарковского про- 
цесса. Также показано, что устойчивость решений 
системы обыкновенных дифференциальных ура- 
внений для начальных моментов первого порядка 
является необходимым и достаточным условием 
устойчивости в среднем системы линейных диффе- 
ренциальных уравнений со случайными коэффи- 
циентами (1). Устойчивость системы уравнений 
для начальных моментов второго порядка являют- 
ся необходимым и достаточным условием устойчи- 


вости в среднеквадратичном данной системы со 
случайными коэффициентами (1). 

В работе [3] с помощью уравнений для началь- 
ных моментов первого и второго порядка получены 
необходимые и достаточные условия Аустойчиво- 
сти решений системы линейных дифференциаль- 
ных уравнений с полумарковскими коэффициен- 
тами, сформулированные в виде теоремы. 

Теорема. Пусть для системы линейных дифферен- 
циальных уравнений с коэффициентами, зависящими 
от полумарковского процесса, ( 1 ) со скачком решений 
выполнены условия [2, теорема 1]. 

Для того, чтобы нулевое решение системы было 
Ь 2 -устойчивым, необходимо и достаточно выполне- 
ния одного из условий: 

1. Система уравнений 

п 00 

в к =я(о нХКмаа ты;(і)Сл 

■У=1 о 

(к = 1,...,п). (2) 

при любых Д-(0)>0 (к=1,...,п) имела положительное 
решение В к > 0 (к=1,...,п). 

2. Система уравнений (2) при Д(0 )=Е (к=\,...,гі) 
имела положительное решение В к > 0 (к=1,...,п). 

3. Сходился метод последовательных приближений 

п °° 

А +,) = А (0) + ЁН МА А М'МА сП, 

»=1 о 

в[ 0) = о (к = 1,..., п; і = 0, 1, 2,...). 

4. Оператор / имел спектральный радиус меньше 
единицы. 

Кроме того, для Ь 2 -устойчивости решений систе- 
мы достаточно, чтобы выполнялись неравенства 

В к - Ё 1 <7 ь МАЛ № К (0 с> >0 (к = 1, ..., п) 

5=1 О 

при некоторых матрицах В к > 0 (к=1,...,п). 
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Используем полученные в работах [2, 3] резуль- 
таты для исследования ^-устойчивости частного 
случая системы линейных дифференциальных ура- 
внений (1) с полумарковскими коэффициентами. 

Рассмотрим линейное дифференциальное ура- 
внение 

= А(Ѳ к )=а к (к = 1,2). (3) 

где д(1) - полумарковский процесс, принимающий 
два состояния 

= е" 1 ', А=е" 2 '. (4) 


Для линейного дифференциального уравнения 
(3) с полумарковским коэффициентом, прини- 
мающим два состояния, определяемые соотноше- 
ниями (4), система (2) принимает вид 

2 00 

= а (0) + с 2 Ё \ ч и т, тХ (і)сіі, 

«=і о 

2 оо 

Ь 2 = А (0) + с 2 2 1 д ъ т, тХ №■ 

■У=1 о 

Будем рассматривать промежуток времени 
Іе [0, 7] , тогда 


Процесс д(і) определяется интенсивностями 
перехода &,(() (^Д=1 ,2) из состояния Ѳ к в состояние 
Ѳ , (3), где п А - одношаговые условные вероятности 
переходов из одного состояния в другое 

я :ік = Р{д{і И і) = Ѳ х | д(1 ; ) = Ѳ к } (а, к = 1,2), 

которые являются элементами матрицы условных 
вероятностей переходов 


Пусть интенсивности перехода, определяющие 
полумарковский процесс д(() из (3), заданы соот- 
ношениями 

\2Т-\Т-(), Іе\(), Т], 

<7р =Чп=\ 

[о, от, (5) 

д п =д 22 =0. 

Найдем необходимые и достаточные условия 
/^-устойчивости решения линейного дифферен- 
циального уравнения (3) с коэффициентом, зави- 
сящим от полумарковского процесса д(і). 

Пусть процесс д(() имеет скачки в моменты вре- 
мени ( 0 ,( 1 ,( 2 ,...,(? 0 =О<( 1 </‘ 2 <...). Предполагаем, что в 
момент скачка процесса д(1) (д(1-0)=Ѳ к , 
д(( І +0)=Ѳ ! ) решение системы уравнений (3) имеет 
скачок, определяемый уравнением 
х(1 ] + 0) = сх(і х - 0). 

Для определения условий А-устойчивости ре- 
шения уравнения (3) рассмотрим введенные в [3] 
монотонные линейные операторы Ь ь , определя- 
емые формулами 

со 

А А = \ Яь (0С,, А № К «К * (М = і, и). 

О 

Система уравнений (3), полученная в работе [3], 
в операторной форме имеет вид 


*, = А (0) + С 2 X I Яи (0 А (0 вХ № =о, (0) - 

»=1 о 

+ с 1 \{д п (1ШфХ№д п №ЖЪХ(№ : 


= А (0) + с 2 1 д ]2 (1)ЫІ(1)Ъ 2 сІІ = 

0 

= А (0) + с 2 \ 2 Г 2 (Т -і)е 1а Ѣ 2 сіі = 
0 


= А (0) + 2Т~ 2 с \ | (Те 2 " 2 ' - ?е 2 " 2 ' )& = 
0 


= А(0) + ^А 


Те 


2а, 


- [ Іе 1а -сіІ 


= А(0) + 


2 с% 
Т 2 



Т 

( 

т 

т Л 

2 1 ^ 2а 2 1 


іе 1 


1 [ Р 2 “2<Ж 

1 

ю 

кР 

0 

2а ? 

0 

2а, Г 

2 0 )\ 


= А(0) + 


2с\ 

Те 2 " 2 ' 

Т 

^ . 2 а 4 

іе 2 

е 2 " 2 '^ 

т ~ 

Т 2 

2 а 2 

0 

1 2а, 

4Д 2 у 

0 


= А(0) + 2 ^ 
= А(0) + ^ 


Те 2 " 2 ' Іе 1а - , е 2 " 2 ' Л 
ѵ 2а, 2а, 4а 2 ; 


2а 2 (Т -і)е - +е‘ 


4а, 2 


, г е 2 " гГ -1-2а,Т 

ь ,.Щ0) + с Ь, 


Аналогично получим 


Ъ 2 = А (0) + с 


е 2 " 1 '- 1-20,7- 
2 а\Т 2 


К 


( 6 ) 

( 7 ) 


В = 0(0) + ьв. 


где обозначено 



А" 


’А(О)" 


А. 

А* • 

■А, ' 

в = 

в 2 

, О(0) = 

0,(0) 

, Ь = 

о, 

А, • 

■А, 


в„ 


О„(0) 


А, 

А 2 • 

..т 

пп 


Используя пункт 4 теоремы, доказанной в рабо- 
те [3], найдем условия А-устойчивости решения 
линейного дифференциального уравнения (3) с ко- 
эффициентом, зависящим от полумарковского 
процесса. 

Оператор I имеет вид 

т = Т\ • А , 

где, учитывая соотношения (6) и (7), 
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2 е“ гТ - 1 - 2а 2 Т _ 2 е 2а ' т -\-2а І Т (8) 
1_С 2 а\Т 2 - ’ 2 ~° 2 а 2 Т 2 ’ 

Таким образом, используя соотношения (8) и 
условия теоремы, получим неравенство 

4 е 2а ' т -\-2а,Т -\-2а 2 Т , 

с і — < 1 

2 а\Т 2 2 а\Т 2 
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